
MP - Lycée Chrestien de Troyes
Chapitre 1

Matrices d’une famille de vecteurs ou d’une application linéaire

Exercice 1 (matrice d’un endomorphisme cyclique). [ ]
Soit E un espace vectoriel de dimension n ≥ 1 et f ∈ L(E) tel que fn = 0 et fn−1 6= 0.

1. Montrer qu’il existe a ∈ E tel que (a, f(a), . . . , fn−1(a)) est une base de E, et on note B = (fn−1(a), . . . , f(a), a).

2. Ecrire la matrice de f dans la base B.

3. De la même façon, déterminer la matrice de f2, f3,. . . ,fn dans cette base.

Exercice 2 (diagonalisation d’un projecteur). [ ]
Soit M la matrice de M3(R) définie par :

M =

1 1 1
0 1/2 −1/2
0 −1/2 1/2


On considère f l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à la matrice M .

1. Déterminer Ker(f) et Im(f). Ces sous-espaces vectoriels sont-il supplémentaires dans R3?

2. Déterminer alors une base dans laquelle la représentation matricielle est plus simple.

Exercice 3 (un isomorphisme à valeurs dans l’espace dual). [ ]
Soit n ∈ N∗. On note Mn(K)∗ = L(Mn(K),K) l’espace dual associé à Mn(K).

1. Soit A ∈Mn(K). Etablir que fA : X ∈Mn(K) 7−→ tr(AX) désigne une forme linéaire sur Mn(K).

2. On note alors θ :Mn(K) −→Mn(K)∗ définie par :
θ(A) = fA

Montrer que θ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Exercice 4 (réduction des endomorphismes). [ ]

Soit f l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à A =

 0 1 2
1 2 1
2 4 2

.

1. Etudier le noyau de f , celui de f + id, et celui de f − 5id.

2. Justifier alors qu’il existe une matrice P ∈ GL3(R) et une matrice D diagonale telles que :

A = PDP−1

3. Calculer alors P−1, puis donner pour tout n ∈ N, l’expression de An.

Exercice 5 (matrices de rang 1). [ ]
Soit A ∈Mn(K).

1. Montrer que rg(A) = 1⇔ il existe des matrices colonnes non nulles telles que A = X.Y T .

2. On suppose que rg(A) = 1. Etablir que A est semblable à la matrice :
0 . . . 0 ?
...

...
...

0 . . . 0 ?
0 . . . 0 tr(A)


3. En déduire que A2 = tr(A).A, puis calculer :

exp(A) = lim
n→+∞

n∑
k=0

Ak/k!

On pourra discuter suivant les valeurs de tr(A).

Exercice 6 (matrices réelles semblables). FFF [ ]
Soient A,B ∈Mn(R) qu’on suppose semblables dans Mn(C). Etablir alors qu’elles sont aussi semblables dans Mn(R).
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Exercice 7 (étude des matrices de trace nulle). FFF [ ]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n ≥ 2 et f ∈ L(E).

1. On suppose que pour tout x ∈ E, la famille (x, f(x)) est liée. Montrer que f désigne une homothétie, c’est à dire :

∃λ ∈ K, ∀ x ∈ E, f(x) = λ.x

2. Montrer alors que toute matrice de trace nulle est semblable à une matrice de coefficients diagonaux tous nuls.

3. Fixons A ∈Mn(K). Prouver que les assertions suivantes sont équivalentes :

• tr(A) = 0

• ∃ (U, V ) ∈ (Mn(K))2, A = UV − V U

On pourra introduire φ : M 7−→MD −DM avec D = diag(1, . . . , n).

Exercice 8 (exponentielle d’une matrice diagonalisable et déterminant). [ ]
Soit A ∈ Mn(K). On rappelle que A est diagonalisable si elle est sembable à une matrice diagonale, c’est à dire s’il existe
P ∈ GLn(K) telle que :

A = PDP−1 avec D une matrice diagonale.

1. Montrer que la trace est un invariant de similitude.

2. On considère ici A définie par :

A =

0 1 1
1 0 1
1 1 0


(a) Etablir que A est diagonalisable de sorte que A soit semblable à la matrice diagonale :

D =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 α

 et pour laquelle on précisera la valeur de α

(b) Etablir que la série vectorielle
∑
Ak/k! est convergente. On note exp(A) sa limite.

(c) En déduire que det(exp(A)) = 1.

3. Plus généralement, on considère une matrice A ∈Mn(K) qu’on suppose diagonalisable. Etablir que :

det(exp(A)) = etr(A)

Exercice 9 (calcul d’un déterminant par opérations sur les lignes et les colonnes). [ ]
Fixons A ∈M2(K).

1. Montrer que l’application f : M ∈M2(K) 7−→ AM est un endomorphisme de M2(K).

2. Montrer alors que det(f) = (det(A))2.

Exercice 10 (inversibilité d’une matrice triangulaire par blocs). [ ]

On note M =

(
A B
0 C

)
où A ∈Mn(K), B ∈Mnp(K) et C ∈Mp(K).

1. Montrer que M est inversible si et seulement si A et C sont inversibles.

2. Et dans ce cas, exprimer M−1 sous la forme d’une matrice par blocs.

Exercice 11 (une application du déterminant de Vandermonde). [ ]
Soient n ∈ N∗ et f une fonction définie sur un intervalle I à valeurs dans R, et considérons x0 < x1 < . . . < xn des points de I.

1. Montrer qu’il existe une famille de polynômes L0, . . . , Ln ∈ Rn[X] tels que :

∀(i, k) ∈ J0, nK2, Li(xk) = δik

Ces polynômes sont appelés les polynômes de Lagrange associés aux points (xk).

2. Montrer que la famille (L0, . . . , Ln) désigne une base de Rn[X]. En déduire qu’il existe un unique polynôme P ∈ R[X] de
degré n tel que pour tout k ∈ J0, nK, P (xk) = f(xk).

3. Etablir l’existence et l’unicité du polynôme P à l’aide d’un déterminant de Vandermonde.

www.cpgemp-troyes.fr 2/3

http://www.cpgemp-troyes.fr/


MP - Lycée Chrestien de Troyes
Chapitre 1

Matrices d’une famille de vecteurs ou d’une application linéaire

Exercice 12 (une autre application du déterminant de Vandermonde). FFF [ ]
Soit n ∈ N∗, montrer qu’il existe un unique (a0, . . . , an−1) ∈ Rn tel que :

∀ P ∈ Rn−1[X], P (X + n) =

n−1∑
k=0

akP (X + k)

On cherchera alors à préciser la valeur de ak pour k ∈ J0, n− 1K.

Exercice 13 (déterminant de l’opérateur transposée). X/ENS [ ]
Soit n ∈ N∗, on note T :Mn(K) −→Mn(K) définie par T (M) = MT . Calculer le déterminant de cet endomorphisme.

Exercice 14 (décomposition de Fitting). X/ENS [ ]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n ≥ 1 et u ∈ L(E).

1. Montrer que les suites (Im(uk)) et (Ker(uk)) sont strictement monotones pour l’inclusion et constantes à partir d’un même
rang p ≤ n.

2. Etablir que la suite (Ker(uk)) ”s’essoufle”, c’est à dire que la suite des différences (dim(Ker(uk+1)) − dim(Ker(uk))) est
dércoissante.

3. Montrer qu’on a E = Ker(up)⊕ Im(up).

4. En déduire que toute matrice de Mn(K) est semblable à une matrice de la forme

(
N O
O C

)
, où N est une matrice carrée

nilpotente, C une matrice inversible.

Exercice 15 (matrices à diagonale dominante). X/ENS [ ]
Soit A = (aij) ∈Mn(K). On dit que A est à diagonale dominante si et seulement si :

∀i ∈ J1, nK, |aii| >
n∑

j=1,j 6=i

|aij |

1. Montrer qu’une matrice à diagonale dominante est nécessairement inversible.

2. En déduire que les valeurs propres d’une matrice A quelconque appartiennent à l’union pour i ∈ J1, nK des disques de centre
aii et de rayon Ri =

∑n
j=1,j 6=i |aij |.

3. On se place dans le cas particulier où K = R et A désigne une matrice à diagonale dominante avec pour tout i ∈ J1, nK,
aii > 0. Justifier que det(A) > 0.

www.cpgemp-troyes.fr 3/3

http://www.cpgemp-troyes.fr/

