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Calcul de ((2m) a I’aide des polynémes de Bernoulli

On a déja rencontré plusieurs suites de polyndmes utiles : approximation locale, interpolation, base dénombrable de polynomes
orthogonauz, approximation uniforme...
Par ailleurs, on peut aussi considérer la suite des polyndémes de Bernoulli puisque leur connaissance nous permettra de

déterminer la valeur exacte de ( pour les entiers pairs. On pourra ainsi retrouver de jolis résultats :
2
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m m m°
(@) =% W =155 ¢ = gg5 C(O) = 555+

Dans tout le sujet, on rappelle qu’on définit la fonction ¢ de Riemann sur |1, 400 par ((x) = Z —.

Un premier cas particulier, le calcul de ¢(2)

B 1
1. Exhiber deux nombres réels a et S tels que pour tout k € N*, / (at2 + ﬂt) cos(kt)dt = 72 puis vérifier que pour
0

tout t €]0, 7],
zn: sin ((Qn-zkl)t)
VneN, cos(kt) = ————+2% —
P 2 sin (%)

N =

2. Si ¢ est une application de classe C* de [0, 7] dans R, établir le lemme de Riemann-Lebesgue :

™

lim o(t) sin(zt)dt = 0

r—+4o0 0

3. En utilisant la question 1, retrouver la valeur de ¢(2).

Définition des polynémes de Bernoulli

On considere la suite de polynémes (B,) définis par Bo(X) =1 et les conditions de récurrence :

1
B 1(X) = B,(X) avec / Bn11(t) dt =0 pour tout n >0 (%)
0

1
Autrement dit, Byy1 désigne une primitive de B, qui en plus, satisfait la condition intégrale : / Bn11(t) dt =0.
0

Les polynémes n!B,, ainsi construits sont appelés les polyndomes de Bernoulli.

1 X X, 1
4. Montrer que Bl(X):X—iet BQ(X):T—E—‘—E
_ X7L

5. Etablir par récurrence que pour tout n € N, B, (X) + Qn(X) avec deg(Qn) < n.

T ol

6. En utilisant la condition intégrale, justifier que pour tout n € N,n > 2, B,(0) = B,(1).

On définit une suite de polynémes (Cy) en posant pour tout n € N :
Cn(X)=(-1)"Bn(1-X)
7. Montrer que la suite (C,) vérifie les mémes conditions de récurrence (x).
8. Etablir alors par récurrence que pour tout n € N, C), = B,,.

9. Préciser pour toute valeur de n impair et n > 3, les valeurs By, (0), Bn(1) et Bn(3).

Calcul explicite de ¢((2m)
10. Montrer que pour tout n € N*, la fonction ¢, ci-dessous définie sur 0, 1[ est prolongeable par continuité sur [0, 1] :

Bn(t) — Bn(0)
sin(7t)

Vit €]0,1], dn(t) =

11. Montrer que pour tout n € N;n > 2 et pour tout ¢ € |0, 1[, ¢n(1 —t) = (—1)"én(t). Montrer alors que ¢, peut étre
prolongée par continuité sur [0, 1].
On admet alors que de la méme facon, on peut aussi la prolonger en une fonction de classe C! sur [0,1].
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12. Pour n,k € N*, on définit I, = / By, (t) cos(2knt) dt.

0
Soit n > 3. Trouver une relation entre I, i et I,—2 &, puis justifier que pour tout p > 1 :

(-1
Vk >0, Iop ik = ~— 5
> U, lopk (2]€7T)2p
1
13. Soit m € N*. En utilisant la formule établie & la question 1, calculer / dam (t) sin((2n + 1)7t) dt en fonction de m, n
0

et Bam(0). En déduire que pour tout m € N*|

o0

1 m—1 2m BQTVL(O)
E — — (=1 —zmir)
Pt ka ( ) (27T) 2

4 3 2
14. On donne B4(X) = )2(—4 - )1(—2 + % ~ a0 Retrouver alors que :

™

¢(2) = 5 et ((4) = %

Remarque Autrement dit, méme sans connaitre explicitement la fonction {, on peut a partir des seuls polynémes de
Bernoulli, déterminer les valeurs de cette fonction pour tous les entiers pairs... a condition bien entendu de soigner les calculs
donnant les polynoémes B, !
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